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Pour la notion de K-algL;bre diviske A (i.e., cj puissances diviskes) nous 
renvoyons a [3] dont nous reprenons les notations. Si l’anneau (com- 
mutatif) de base K est de caracteristique q > 2, nous montrons qu’on 
peut diiinir un logarithnze (prop. 1) qui est un homomorphisme du groupe 
multiplicatif 1+ A + dans le groupe additif A + (en general ni injectif ni 
surjectif). 
Si la caracttristique st un nombre premier p, un thtoreme de Henri 
Cartan (cf. ci-dessous) montre que toutes les puissances divistes y,, se 
deduisent de 1~~. Nous precisons ce fait dans le theoreme 1, en indiquant les 
proprittts que doit verifier une application A + -+ A + pour &tre la pieme 
puissance divide d’un certain systeme de puissances divisees. 
Dans un dernier paragraphe, nous appliquons ce theoreme au probltme 
de determiner tous les systemes de puissances divistes qu’on peut mettre 
sur une m$me IF,-algebre. 
1. LE LOGARITHME 
Dans l’anneau de series formelles Q [ [X, Y] ] considerons le sous-anneau 
Z [[X, Y]] (resp. Z rX, Y]) des combinaisons Z-lineaires infinies (resp. 
fir&) des * monbmei x” p/m! n!. Munissant la Z-algebre pregraduee 
Q[[X, Y]] des puissances divisees y,(x) = ~“/n! (pour x sans terme 
constant), on voit aisement que Z [X, Y7 et Z rrX, n] sont des sous- 
aigbbres divisees de Q [ [X, Y] 1. . ’ . ’ ’ ’ 
L’anneau des polyn6me.s divisb Z rX, yl ainsi construit est libre en les 
. ’ variables X et Y (cf. [3, p. 881): 
Etant don& x et y dans l’idkal dedivision A ? dune Z-algebre 
divisee A = A,, 0 A + , il existe un unique morphisme de 
H-algbbres diviseesf: H TX, fl. -+ A tel quef(X) = x et f( Y) = y. ( 1) 
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FROPOSITI~N 1. Si A est une algGbre divisPe de caractkristique q 3 2 (non 
nkessairement premihe), on a, pour tous x, y dans ‘4 +- , 
log((l +x)(l+,))=log(l +x)+log(l+y), 
oti I’on a post 
log(l +x)= f (-l)“-‘(n- l)! y,(x). 
‘l = I 
Dkmonstration. Pour tome serie x E [a[ [X, Y]] saris terme constant, 
posons log( 1 + x) = C, a I ( -l)n~‘(x~/n) = Cnal (-l)“-‘(n- I)! yJx). 
On sait que log( 1 + X+ Y + XY) = log( 1 + X) + log( 1 + Y), ce qu’on peut 
Ccrire 
.;, (-l)n-‘(Fl- I)! b’,(x+ Y+XY)-y,(X)-y,(Y))=qg(J; Y) (2) 
g(X, Y)’ 1 (-l)“!T$ (Y,(J-+ I’+x’Y)-Y,LU-Y,(Y)). (3) 
R > a 
La serie g(X, Y) appartient a a[X, Y] d’apres (2) et a Z rrx, Y]] d’apres 
(3), done a leur intersection Z rX, Y]. 
. . . . 
D’apres (I), il existe un morphisme de L-algebres divisees f: 
ZTX, U.-A tel quef(X)=xetf(Y)=y. 
Posons g(x, y) = f( g(X, Y)). En appliquant faux deux membres de (2) 
on trouve log(l+x+J~+xy)-log(l+x)-log(l+g~)=qg(x,y)=o. 
C.Q.F.D. 
2. QIJELQLJES CONGRUENCES 
Fixons un nombre premier p. Les congruences seront sous-entendues 
module p. Notons n = CIpO n(,) p’ l’ecriture p-adique dun entier n 3 0. 
D’un vieux resultat de Lucas (cf. [2, p. 521) on dtduit aisement, pour 
tous entiers naturels n,, . . . . FZ,, la congruence 
permettant de calculer modulo p le coefficient multinomial ((nl, .. . . n,)) =
(n, + . . . + n,)!/nl ! .. .n, !. On en tire: 
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L’addition en base p de n,, . . . n, se fait saris retenue si et 
seulement si ((n, , . . . n,)) & 0. (4bis) 
Si Ies entier n,, . . . . II, ont des p-supports disjoints, on a 
((nl, . ..) n,)) E 1. (4ter )~ 
Ici le p-support de l’entier n est l’ensemble fini des i > 0 tels que n(,) # 0. 
De (4bis) et (4ter) on dkduit sans diffkultC la 
PROPOSITION 2. Posons q19,,, = (r~m)!/n!(m!)‘~ = n;:,’ ((jm, m- 1)). 
(i) Si n 2 p et si m > 2 n ‘est pas puissance de p, on a Y& = 0. 
(ii) Si n>,O er r>O, on a 9&, = 1. 
On trouvera dans [ 1 ] le 
TH~OR~ME DE CARTAN. Si A est une algPbre dioiske de caract&stique p
on a 
pour tout n >, 0 et tout x E A + , avec 
ypc = yp 0 . . . 0 yp (i facteurs). 
Rappelons enfin que dans la If,-alghbre diviste libre 5, TX, yl en deux 
variables X et Y, les produits y,,(X) yJ Y), m, n 2 0, form&t une’ base du 
IF,-espace vectoriel sous-jacent (cf. [11 ou [3] ). 
3. LA pi&me PUISSANCE DIVISkE 1~ 
TH~ZO~~ME 1. Soit A = A, 0 A + we IF,-alglbre prPgrad&e (p premier). 
Partie directe. S’il existe un syhme de puissances divisPes (Y,,)~ a0sur A, 
alors on a les identitb 
xp=o bEA+) (a, 
p-‘ (-lJk k 
7r(x+4’)=7T(x)+7$L’)+ 17” J’ p-k 
k=l 
7c(zx) = z%(x) (&YEA+;zEA) 
avec 7c= yp. 
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Partie rtciproque. Si A t vPrifie I’identitt (CI) et si 7c est une application 
A+ -+A+ vt?rifiant (/?), alors il existe un et un seul syst&ze de puissances 
divisCes (yn)nao sur A tel que yp = 7~. 
Dtmonstration. La partie directe resulte immediatement des axiomes 
des algebres divisees, compte-term de l’egaliti 
1 1 (-Uk -PC- 
k! (p-k)! k 
dans [F,,pour ldk<p-1. 
Passons a la partie reciproque. L’unicite du systeme recherche resulte du 
theoreme de Cartan qui montre qu’on a necessairement 
(5) 
pour tout n Z 0 et tout x E A+. 11 s’agit de prouver que les axiomes des 
algebres divisees ont alors satisfaits. De la seconde identite (/I) resulte deja 
l’axiome y,(z) = z”J~,(x), z E A, x E -4 + , n 2 0. 
Les autres axiomes dont intervenir deux elements x et 1: de A + . Admet- 
tons provisoirement le 
LEMME. Faisons les hypothtses de la partie r&iproque du thPor&ne 1. 
Etant don&s x, y dans A+, il existe an morphisme de [F,-algPbres 
pr&raduPes L=[F,[X, Y]-tiA tel que x, y~f(L) et f(y,(z))=nf(z)) 
pour tout ZE L,. 
Le noyau de f est done un ideal de L contenu dans L, et stable par yP. 
D’apres le thtoreme de Cartan, il est done stable par les Y,~: c’est un id&al 
divise de L. Si bien que f se factorise a travers la [F,-algebre divisee quotient 
(cf. [3]) en une injection L/Ker f ---f A, qui d’apres (5) et le theoreme de 
Cartan est un isomorphisme L/Ker f z f(L). Done tous les axiomes des 
algebres divistes ont satisfaits dansf(L), qui contient x et I’. C.Q.F.D. 
DPmonstration du lemme. Soit f: L -+ A l’unique application IF, -1ineaire 
verifiant, pour n2, n 2 0, 
(6) 
On a bien x et y dansf(L) puisque x=.f(yl(X) yo( Y)) =f(X) et y =f( Y). 
11 est clair que f(L,) c A, et f(L+ ) c A+ . 
Pour montrer que f commute au produit, il sufit de montrer que 
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~OL(W LA Y) LAX) LUW = ~(Y,W) Y,(Y)). f(rdW ~4 V) pour w n, 
HZ’, IZ’ > 0. D’apres (6) cela Cquivaut a 
(h m’)Kh n’) n 
(dye))‘“‘“““’ (;n’(v))‘“+“““’ 
i>o (nz + rn’)(,,! (n + rz’)(,)! 
(71 
=,L! 
(~~(~))fw + nr’ll) (~Q?))W N’l4 
m,,,! m;,,! n(g! rz;,,! 
Si l’addition (en base p) de m et de m’ se fait avec retenue, le membre de 
gauche est nul a cause de (4bis), et celui de droite aussi, car t71(,, + m;,, 2 
p j ( ~yX))w + %I = 0 d’aprb (a). De m&me si l’addition de n et de n’ se fait 
avec retenue, les deux membres de (7) sont nuls. Si maintenant l’addition 
de nz et YYZ’ se fait saris retenue, ainsi que celle de 12 et de H’, l’egalite (7) 
resulte de la congruence (4). 
I1 reste a prouver quef(yJz)) = rc(f(z)) par 2 E L, . Comme nous savons 
maintenant que f est un morphisme d’algebres, la premiere identitt (/I) 
montre que nous pouvons nous contenter de traiter le cas ou ,7= 
;f,(X) y,,(Y), avec (m, n) # (0,O). Or on a, dans [F, TX, Yl 
avec PPp,:,H = (pm)! (PRY E N. 
’ p! (m!)” (n!)” 
11 s’agit done, d’apres (6) de prouver 
= n n (K’(-~))““‘(n’(y))““’ 
( f>O m(j)! “([)! 1. 
Des egalites (a) et (B) on tire 
n( zzv) = 0 pour u,vEA+. (9) 
Done si m > 1 et 12 > 1, le second membre de (8) est nul. Et le premier aussi, 
car on a alors PPp,;,,,, = p! PPzm PPin = 0. 
Reste a envisager le cas oh, par exemple, m = 0 et n > 1. On a alors 
PPPp;Pn.r, = P&, qui est congru a 1 ou 0 selon que n est puissance de p ou non, 
d’apres la proposition 2. 
Si m =0 et n= p’, l’egalite (8) se reduit done 1 TC~+~(~)=~T(K~(J~)). Si 
enfin m = 0 et n 3 1 non puissance de p, les deux membres de (8) sont nuls, 
le second d’apres (9). 
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EXEMPLE 1. Soit K un corps commutatif de caracteristique p # 0, x la 
classe de X dans la K-algebre A = K[X]/(J?‘), y un element de A + = xA. I1 
existe un unique systeme de puissances divistes ur l’algtbre prtgraduee 
A=K@A+ tel que yP(x) = y. 
11 suffit de considerer l’application n: A + -+ A + delinie par 
rc(yrwx+ ... +yP-rxPP1)=y~),, qui verilie bien (p). 
4. CHANGEMENT DE PUISSANCES DWIS~ES 
Soient (Y,),,~ et (Y,TL~~ deux sysdmes de puissances divisees sur une 
mCme 5,-algebre pregradule A (cf. l’exemple 1 ci-dessus). Delinissons VP: 
A+ +A+ 
V(X) = Y,(X) - 1,;t-x j. (10) 
Comme yP et yp* vtrifient (/?), on a 
cpb + .Yj = d-x) + rp(Y)? cp(ax)=aPq(x) pourx, yEA+ etaEAO. 
(11) 
Autrement dit, p est un endomorphisme semi-lintaire du A,-module A + 
relativement a l’endomorphisme a++aP de l’anneau A,. 
Soit A: l’ideal produit A + A + de l’algebre A. De (9) et (11) on deduit 
que cp s’annule sur A:. 
Inversement, donnons-nous un sysdme de puissances divisees (Y:)~ a0 
sur une If,-algebre prtgraduee A et une application p: A + -+ A + G-e&ant 
(11) et s’annulant sur A:. Soient alors QEA~, SEA+, xEA+. On a, avec 
s=a+t, cp(zx) = cp(L7.x) + cp(tx)= q(ax) = aPcp(x) = aPcp(x) + t”cp(x) =
vpq(x), d’apres (a). L 
Ceci montre que l’application rr: A + + A + dtfinie par n(x) = 
y,*(x) -t q(x) verilie (/I) comme y,*. 11 rtsulte alors du theoreme 1 qu’il existe 
un unique systeme de puissances divisees (yn)npO sur I’algebre pregraduee 
A tel que yp = rr, c’est-a-dire que (10) soit verilit. 
I1 en resulte une bijection (Y*)~~,, -+ q entre les systemes de puissances 
divistes sur la if,-algebre pregraduee A et les applications semi-lineaires 
A+ +A+ s’annulant sur A:. Celles-ci peuvent s’identifier aux elements du 
A,-module des applications semi-lineares du A,-module A + /A: dans le 
A, -module A + . Nous avons done ttabli, (y,*) etant fixi (et suppose 
exister), une parametrisation des structures d’algebres divisees ur A par les 
elements de ce module Hom(A+ /A<, A+). 
Dans le cas de l’exemple 1, on a A, = K, A + jA: z K et done 
Hom(A+/A:, A+)= A+. 
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